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wzy 哥哥的一些有趣计数题 ~

例题壹

给定 𝑛,𝑚 ，构造 𝑛 堆石子，每堆石子的数量 ∈ [1, 2𝑚 − 1]，每堆石子数目互不相同。求使得 Nim 先手必胜的构造方案
数。

𝑛 ≤ 107,𝑚 ≤ 109 模数：109 + 7

考虑直接后手必胜的情况，即长度为 𝑛 的序列，异或和为 0。

设长度为 𝑛 的方案数为 𝑓(𝑛)。能够得到如下递推式：

𝑓(𝑛) = (2𝑚 − 1)(2𝑚 − 2)(2𝑚 − 3) ⋯ (2𝑚 − 𝑛 + 1) − 𝑓(𝑛 − 1) − (2𝑚 − 1)(𝑖 − 1)𝑓(𝑛 − 2)

考虑到前 (𝑛 − 1) 位置个随意填上互不相同的值域为 [1, 2𝑚 − 1] 的数字。然后减去前面正好填出异或和为 0 的方案（因
为最后一个位置还要填数字）（即：𝑓(𝑛 − 1)）。理论上，最后一个数字应该等于前面 (𝑛 − 1) 数字的异或和，但是可能不
满足互不相同的条件，先枚举不合法的方案最后一个数字是什么，然后枚举和前面哪一个冲突，再乘上 𝑓(𝑛 − 2)。

例题贰

给出 𝑛 个正整数 𝑎𝑖，选出 𝑛 个正整数 𝑏𝑖 ，𝑛 个正整数 𝑑𝑖，满足

∀𝑖 ∈ [1, 𝑛], 𝑑𝑖|𝑏𝑖|𝑎𝑖，求有多少种选法满足 ∏𝑛
𝑖 𝑑2

𝑖 ≥ ∏𝑛
𝑖=1 𝑏𝑖

𝑛 ≤ 100, 𝑎𝑖 ≤ 109 

对于任意一种方案 ∏𝑛
𝑖=1 𝑑2

𝑖 > ∏𝑛
𝑖=1 𝑏𝑖 

试想把所有 𝑑𝑖 取成
𝑏𝑖
𝑑𝑖
，即：∏𝑛

𝑖=1
𝑏2

𝑖
𝑑2

𝑖
> ∏𝑛

𝑖=1 𝑏𝑖

即：∏𝑛
𝑖=1 𝑑2

𝑖 < ∏𝑛
𝑖=1 𝑏𝑖 

所以其实 ∏𝑛
𝑖=1 𝑑2

𝑖 < ∏𝑛
𝑖=1 𝑏𝑖 和 ∏𝑛

𝑖=1 𝑑2
𝑖 > ∏𝑛

𝑖=1 𝑏𝑖 的方案是一一对应的。

只需要求出 ∏𝑛
𝑖=1 𝑑2

𝑖 = 𝑏𝑖 的方案数即可。这个可以对每一个质因子单独 dp。

例题叁

CF383D

𝑛 个位置排成一排, 有 𝑚 个人依次进场选位置, 每个人一开始选一个方向, 从左到右/从右到左, 并选择一个位置, 然后按
照她选择的方向进入场地, 走到这个位置, 如果有人, 就继续按当前方向往后寻找, 知道找到一个空位坐下, 如果没有空位,
他就会生气.

为每个人确定一个方向和选择的位置。求没有人生气的方案数。
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https://codeforces.com/contest/383/problem/D


考虑把序列首尾之间连接一个点 𝑛 + 1 转化成一个环，相当于每个人选择一个位置，然后选择一个方向转圈，方案不合
法，当且仅当有一个人占据了 𝑛 + 1 这个位置。

因为是一个环，所以任意一个位置都是等价的，所以任意一个位置有人的概率为 (1 − 𝑚
𝑛+1 ) 

答案就是 (1 − 𝑚
𝑛+1 )2𝑚(𝑛 + 1)𝑚

例题肆

「杂题记录」「CTSC2017」吉夫特

例题伍

「杂题记录」括号序列（格路计数）

例题陆

一棵树，每条边的两个端点的大小关系给出，形如 𝑎𝑢 > 𝑎𝑣 或者 𝑎𝑢 < 𝑎𝑣。求有多少种满足条件的排列 𝑎 。𝑛 ≤ 5000

例题柒

给定一个字符串 𝑆，仅包含 < 和 > 两种字符。

你需要计算「使得 𝑝𝑖 < 𝑝𝑖+1 当且仅当 𝑠𝑖 为 < 的排列 𝑝1, 𝑝2, ⋯ 𝑝𝑛+1 」的数量。

可以发现，答案可能很大，因此你只要输出它对 998244353 取模的结果。

巧妙容斥。

先不考虑所有 > 的限制，只考虑 < 的限制，> 处的偏序关系任意，将一段 < 视为连续的一段，设每一连续的一段长度为
𝑎𝑖 ，这样的方案数就是

𝑛!
∏𝑖 𝑎𝑖!。

然后显然答案需要减去任意位置为 < 的情况，对这个 < 满足数量容斥即可。

考虑设 𝑓(𝑛) 表示只考虑前 𝑛 个数字方案数。

考虑 𝑓(𝑛) 的答案和 𝑓(𝑛 − 1) 的答案的差别，枚举最后一段有多长即可。

𝑓(𝑛) =
𝑖−1
∑
𝑖=1

[𝑆𝑗 =′>′]
(𝑖 − 𝑗)! 𝑓(𝑖)(−1)𝑐𝑛𝑡𝑖−1−𝑐𝑛𝑡𝑗

这东西可以分治 𝑁𝑇𝑇  优化。

例题�

𝑛 阶 循环矩阵是一种形如：

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎0 𝑎𝑛−1 ⋯ 𝑎2 𝑎1
𝑎1 𝑎0 𝑎𝑛−1 𝑎2
⋮ 𝑎1 𝑎0 ⋱ ⋮

𝑎𝑛−2 ⋱ ⋱ 𝑎𝑛−1
𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2 ⋯ 𝑎1 𝑎0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

的矩阵。

设 𝑓(𝑥) = ∑𝑛−1
𝑖=0 𝑎𝑖𝑥𝑖 没必要拘泥于 𝑎𝑖 的下标，取第一行依次排开即可，是等价的。

则：det(𝐴) =
𝑛−1
∏
𝑖=0

𝑓(𝜔𝑖)
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即 对于循环矩阵，有快速的求值方式。

LGV 引理

在一张 DAG 上，给定 𝑛 个起点 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛 ，𝑛 个终点 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑛，求选出 𝑛 条路径 (𝑎𝑖, 𝑏𝑖) 互不相交（不经过同一个点）
的方案数。

设 𝑓(𝑎, 𝑏) 表示从 DAG 上从 𝑎 走到 𝑏 的方案数。

构造矩阵 𝐶, 满足 𝑐𝑎,𝑏 = 𝑓(𝑎, 𝑏)。

LGV 引理指出，其方案数为：

det(𝐶)

考虑任意一个有交方案，都能够对应一种其他方案，对应奇偶排列，这些方案会被抵消。

栗题

𝕐 轴正半轴上有 𝑛 个点 (0, 𝑎1), (0, 𝑎2),⋯ , (0, 𝑎𝑛)，他们每次可以向右或向下走一格，求最后分别走到
(1, 0), (2, 0),⋯ , (𝑛, 0) 的方案数。𝑛, 𝑎𝑖 ≤ 106

考虑这里的从 (0, 𝑎𝑖) 到 (𝑗, 0) 的方案数为 (𝑎𝑖 + 𝑗
𝑗 )

构造行列式为：

∣
∣
∣
∣
∣

(𝑎1 + 1
1 ) ⋯ (𝑎1 + 𝑛

𝑛 )

⋮ ⋱ ⋮
(𝑎𝑛 + 1

1 ) ⋯ (𝑎𝑛 + 𝑛
𝑛 )

∣
∣
∣
∣
∣

对于每一列 𝑗 提出公因子 1
𝑗!  ，得：

1
1! 2! ⋯ 𝑛!

∣
∣
∣
∣

(𝑎1 + 1)1 ⋯ (𝑎1 + 𝑛)𝑛

⋮ ⋱ ⋮
(𝑎𝑛 + 1)1 ⋯ (𝑎𝑛 + 1)𝑛

∣
∣
∣
∣

对每一行 𝑖 提出公因子 (𝑎𝑖 + 1) 得到：

(𝑎1 + 1)(𝑎2 + 1)⋯ (𝑎𝑛 + 1)
1! 2! ⋯ 𝑛!

∣
∣
∣
∣

1 ⋯ (𝑎1 + 𝑛)𝑛−1

⋮ ⋱ ⋮
1 ⋯ (𝑎𝑛 + 1)𝑛−1

∣
∣
∣
∣

类似于归纳法的消元方法，注意到每一列都是一系列形式相同的关于 𝑎𝑖 的多项式，考虑可以用前面的每一列来消这一

列，使得这一列 𝑖 只剩下第 𝑖 次项。

最后能得到一个范德蒙行列式，形如：

𝐹 =
∣
∣
∣
∣

1 𝑎1 𝑎2
1 ⋯ 𝑎𝑛−1

1
⋮ ⋱ ⋮
1 𝑎𝑛 𝑎2

𝑛 ⋯ 𝑎𝑛−1
𝑛

∣
∣
∣
∣

范德蒙行列式的值有如下结论：

det(𝐹) = ∏
𝑖<𝑗

(𝑎𝑗 − 𝑎𝑖)

注意按照归纳法推导过程，不难发现其实应该会推导出一个 𝛼𝐹 的形式，但是这里的 𝛼 的值为 1 ，可以忽略。

可以考虑枚举差值 𝑘 ，计算有多少对数字差值为 𝑘。

记 𝑔𝑖 表示有多少 𝑎 等于 𝑖，构造 𝑔𝑖 的生成函数 𝐺(𝑥)。
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易知：[𝑥𝑘] ∑
𝑖=𝑘

𝑔𝑖𝑔𝑖−𝑘 就是所求。复杂度为 𝒪(𝑎𝑖 log 𝑎𝑖)。
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